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R&n&-Les auteurs Btudient thtoriquement la convection naturelle thermique bidimensionnelle laminaire 
et permanente, qui se developpe dans une calotte cylindrique d’axe horizontal remplie d’air. La resolution, 
numtrique, fait appel aux coordonnees bicylindriques et a la mtthode du volume de controle developpee 
par Patankar. L’influence des differents parambtres du systbme, notamment de l’inclinaison par rapport au 
plan horizonal, du facteur de forme, du nombre de Grashof modifit est ttudiee. Les valeurs moyennes et 
locales des nombres de Nusselt ainsi que les distributions des isothermes et des lignes de fonction de courant 
sont present&es et discuttes. Le transfert de chaleur minimal est obtenu pour des angles d’inclinaison 
compris entre 30 et 45”. Pour les grandes valeurs du nombre de Grashof, le transfert est acctlert a cause 

d’ecoulements secondaires. 

1. INTRODUCTION 

LA CONVECTION naturelle dans les cavitos fermCes est 
trb etudibe thkoriquement Ctant donnC son import- 
ance pratique et les problkmes de principe que peut 
poser la gComCtrie de l’enceinte lors de la r&solution 
des equations de transfert. Ainsi, depuis quelques 
an&es, on s’intbesse beaucoup a l’espace delimite par 
deux cylindres horizontaux l’un dans l’autre ou par 
deux spheres l’une dans l’autre. Les equations sont 
alors exprimees dans un systtme de coordonnees bicy- 
lindriques ou bispheriques. Bien que delicate, cette 
procedure est eltgante. Lorsque l’enceinte est con- 
stitde d’un ensemble de parois sur lesquelles les con- 
ditions thermiques different, la resolution des Cqua- 
tions de transfert peut encore @tre beaucoup plus 
difficile. 

L’HCliothermique fait precisement intervenir des 
enceintes de geometric complexe et des conditions aux 
limites complexes. Par exemple une serre-tunnel est 
une enceinte formee d’un morceau de cylindre et d’une 
paroi plane. De telles serres sont utilisees en agri- 
culture, dans l’habitat, comme generateur d’air chaud 
pour alimenter des &choirs, etc. Nous nous inter- 
essons ici a de telles geometries et nous tentons de 
mettre au point un code de calcul ayant un domaine 
d’utilisation le plus general possible. 

Plus precisement, considerons une calotte cyl- 
indrique d’axe horizontal, remplie d’air (Pr = 0.7), 
dont la section droite est dCfinie par la hauteur a et 
par le facteur de forme, y = a/b (Fig. 1). On suppose 
que la dimension de la calotte suivant son axe est 
trb grande et l’on se propose d’ktudier la convection 

naturelle thermique bidimensionnelle, en regime lam- 
inaire et permanent, qui se developpe dans le fluide 
lorsqu’on suppose que la temperature de la partie 
cylindrique de l’enceinte est constante et Cgale a T, et 
que la base plane inclinee d’un angle a par rapport au 
plan horizontal est traversee par un flux de chaleur de 
densite q constante. 

2. FORMULATION MATHEMATIQUE DU 
PROBLEME ET RESOLUTION 

Nous posons les hypothkes simplificatrices suivantes: 

(1) 

(2) 

(3) 

dans l’equation de la chaleur, la fonction de dis- 
sipation et le terme de pression sont negligeables ; 
les proprietes physiques du fluide sont constantes, 
hormis sa masse volumique p dont les variations 
en fonction de la temperature sont a l’origine de 
la convection naturelle ; 
les hypotheses de Boussinesq sont valables. 

Dans ces conditions, les equations de transfert 
s’ecrivent, sous forme vectorielle : 

equation de continuite 

vv = 0, 

equation du mouvement 

(1) 

DV -= 
Dt 

- ~VPfvV2V--gBT*, (2) 
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NOTATIONS 

hauteur et dimension caracteristique 
du systeme defini sur la Fig. 1 [m] 
capacite calorifique massique a 
pression constante du fluide [J kg’ K] 
acceleration de la pesanteur [m s-*1 
fonctions dtfinies dans l’equation (13) 
nombre de Grashof modifie 
coefficient metrique defini dans 
l’tquation (7) 
valeur adimensionnelle de h 
pression au sein du fluide [at] 
nombre de Prandtl du fluide 
densite du flux de chaleur [w m-‘1 
temperature du fluide [K] 
temperature adimensionnelle du fluide 
temperature de la paroi cylindrique 

WI 
&cart de temperature Td = T- T, [K] 
temperature moyenne de la paroi plane 

WI 
temps [s] 
composantes de la vitesse suivant x et 
y, respectivement [m s ‘1 
composantes dimensionnelles de la 
vitesse suivant fJ et ij respectivement 

[ms ‘I 

t$, 6: composantes adimensionneiles de la 
vitesse suivant 0 et ij, respectivement 

V vecteur vitesse 
A V volume de controle [m’] 
X, y, z coordonnees cartesiennes [ml. 

Symboles grec 
angle d’inclinaison de I’enceinte par 
rapport au plan horizontal [“I 
coefficient volumique &expansion 
thermique du fluide [Km ‘1 
facteur de forme (11 = u/b) 
coordonnees bicylindriques 
conductivite thermique du fluide 
[W mm’ K-‘1 
viscosite cinematique du fluide [m’ s-‘1 
masse volumique du fluide [kg mm31 
fonction de courant et fonction de 
courant adimensionnelle 
respectivement 
vorticite et vorticite adimensionnelle, 
respectivement. 

Les nombres decimaux sont Ccrits avec un 
“point”. 1 

equation de la chaleur 

DT 1 
-= 
Dt 

?V*T 
P 

(3) 

a+ U=-, 
av 
‘i 

a* v= -ax’ 

(da) 

W) 

11 est commode d’introduire la fonction de courant + ou x et y sont les coordonnees cartesiennes definia 
telle que : sur la Fig. 1. 

Y 

t Tc 

Paroi cylindrique 
X 

Plan horizontal 

FIG. 1. Section droite de la calotte cylindrique d’axe horizontal et definition des coordonnees. 
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En introduisant la vorticite w de facon a Climiner 
la gradient de pression, les equations du mouvement 
s’kcrivent : 

dv au w=---_ 
(7.x c3y’ (5) 

aw aw 
U-+V- = g/l 

ar aT 
ax ay 

-COSa---_-mu ax ax 

2.1. Transformation du systPme d’kquations en coor- 
don&es bicylindriques et adimensionnalisation 

Pour resoudre notre probleme, il est commode d’in- 
troduire les coordonnees bicylindriques (q, 0, z), (Fig. 
2) [l, 21. Dans ce systeme, la base plane est representee 
par 0 = rc, et la partie cylindrique par B = 0, = con- 
stant (n/2 < 0, < rt). Cette derniere est lice au facteur 
de forme de la calotte par la relation suivante : 

0, = 2tan’(a/b). (7) 

Le passage des coordonnees cartesiennes x, y aux 
coordonnees bicylindriques s’effectue a l’aide des for- 
mules de transformation suivantes : 

bshq 
x = chs-cos8’ @a) 

b sin fI 
1’ = chq-cos0’ 

h = hH = h, = 
b 

chq-cos8’ 

En prenant respectivement a, p/(p *a) et A/(4-a) 
comme longueur, vitesse et temperature de reference, 
on definit les grandeurs adimensionnelles suivantes : 

b&b ff=; 
a 

P =;(T-7,) (9) 

Introduisons encore : , 

le nombre de Prandtl : 

pr=!!5. 
I ’ 

le nombre de Grashof modifie : 

(J.* = !@!cq 
V'i. 

Le systeme d’equations, en coordonnees bicy- 
lindriques, s’ecrit alors en utilisant le formalisme 
vorticite-fonction de courant sous forme adimension- 
nelle : 

equation de continuite : 

(10) 

FIG. 2. Coordonnkes bicylindriques. 
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oti u& v: sont les composantes adimensionnelles de la 
vitesse suivant 0 et q, respectivement : 

v*=‘3c 
q Hae' 

u*= _r?!c 
0 H aq ’ 

(114 

(lib) 

equation de la vorticite : 

w* = -SE+%), (12) 

equation du tourbillon : 

=T [F(~.O)cos~+G(~,O)sina]~ 
( 

+[F(q,O)sina-G(q,O)cosor]$$ 

avec : 

F(?, 0) = 
1-chqcos0 
chq-cos0 

WV, 0) = 
shqsin0 

chq-cos0 

equation de la chaleur 

V* ar vQaP 1 1 
--‘--+-----_-_-_V27-* 
H au H a0 Pr P 

2.2. Conditions aux limites 
Conditions sur la paroi plane 

v*=($=() ‘1 
l+F+ =o, 

1 aT 
-Ai z 8=n = 9co”sta”t~ 

(13) 

(14) 

(Isa> 

(15b) 

U5c) 

U5d) 

Le gradient de temperature sur cette paroi peut Ctre 
determine, $ partir de la definition de la temperature 
adimensionnelle, de la facon suivante : 

1 dT q 1 aT* 

h ao 2. H ao . (16) 

En introduisant l’tquation (16) dans l’equation 
(15d), il vient : 

1 dT* -- 
H ao @=n 

= -1. (17) 

Conditions sur la paroi cylindrique 

u* = gf E.z 0 4 
+* = 0, 

UW 

(18b) 

,*_ia’ 
H2 a02 ’ 

T*=O. 

(18~) 

(1f-W 

2.3. Nombres de Nusselt 
On definit le nombre local de Nusselt (Nu) sur la 

paroi plane chauffee comme suit [3] : 

NV?, (19) 

avec 

h = (T,4T,)’ (20) 

oti T, est la temperature de la paroi plane. 
En utilisant les grandeurs adimensionnelles, ce 

nombre de Nusselt peut s’ecrire : 

Nu=-$ (21) 
P 

- 
Le nombre de Nusselt moyen (Nu), quant a lui, est 
defini par : 

s 

+ 
Nu Hdu 

- 
Nu= ‘- 

rl+ 

s 
Hdl 

‘1- 

(22) 

2.4. RLsolution numerique 
La resolution numerique des equations (lo)-( 14) 

avec les conditions aux limites (15)-(18) s’effectue a 
l’aide de la methode du volume de controle developpee 
par Patankar [4,5] dans laquelle les pas d’integrations, 
constants, definis dans le maillage bicylindrique par : 

dl = fl+ --rl- n--e 
___ A()=; 
NI-l NJ-l’ 

(23) 

sont precisement Bgaux aux cot&s du volume de 
controle. 

NZ et NJ sont, respectivement, les nombres de 
points consider&s suivant q et 0. Nous retenons les 
valeurs suivantes : NZ = 40 et NJ = 3 1. Remarquons 
que le maillage est arreti: aux points q+ et v]- voisins 
des deux points 4 = +_ cc car suivant (23) le pas 89 
n’est pas defini a l’infini. 

Le processus iteratif utilise pour resoudre les Cqua- 
tions (12)-(14) est celui de la methode de “Gauss- 
Seidel row iteration” qui demande seulement la con- 
version d’une matrice tridiagonale. Cette derniere peut 
&tre resolue avec l’algorithme de Thomas [6]. 

Le processus est rep&S jusqu’a ce que la crittre de 
convergence suivant soit satisfait : 

i./ 
&= 

;I f+’ (CA1 
<10-5. (24) 
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Pour la formulation numerique detaillee du 
probleme, nous renvoyons le lecteur a la reference [7]. 

3. RESULTATS NUMERIQUES 

3.1. Conditions de calcul 
Nous envisageons les trois calottes definies par les 

facteurs de forme suivants : y = 1, y = 0.762 et 
y = 0.577. Pour chaque calotte, nous donnons a 
l’angle d’inclinaison a les valeurs suivantes : a = 0” ; 
01=15”; a=30”; a = 45" et c( = 60". Quant au 
nombre de Grashof modifie Gr*, il varie entre 10 et 
2 x 106. 

- 
3.2. Nombre de Nusselt moyen (Nu) - 

Le tableau 1 rassemble les valeurs de Nu calculees 
pour differents angles d’inclinaison et pour quelques 
valeurs du nombre de Grashof modifit Gr*. 

Nous remarquons que, pour Gr* < 104, les &carts 
entre les resultats relatifs aux difftrents angles d’in- 
clinaison a sont t&s faibles. 

Pour Gr* > lo“, l’augmentation de a conduit a des - 
&carts plus importants entre les valeurs de Nu. 

La Fig. 3 montre les variations du nombre de Nus- - 
selt moyen (Nu) sur la paroi plane en fonction du 
nombre de Grashof mod& (Gr*) pour les differentes 
valeurs de y dans le cas ou l’angle d’inclinaison (a) est 
Cgal a 0”. 

Pour les faibles valeurs de Gr* (Gr* < IO“), le profil, 
quasi plat, montre que les &changes de chaleur sont 
domines par la conduction pure. Avec l’augmentation 
de Gr* (Gr* > lo“), la convection naturelle devient 
plus importante et l’echange de chaleur s’accroit, con- 
duisant ainsi a des nombres de Nusselt moyens plus 
Cleves. 

Le facteur (y) affecte la valeur du nombre de Nusselt - 
moyen et la valeur maximale de Nu est observee pour 
y = 1. Les &arts entre les courbes, qui restent con- 
stants aux faibles valeurs de Gr*, deviennent pro- 
gressivement plus grands avec I’accroissement de Gr*. 
Pour Gr* = 2 x LO6 et y = 1, les valeurs de z sont de 
12.9% a 29.1% plus &levees que celles correspondant 
a y = 0.762 et a y = 0.577, respectivement. Cependant, 
l’allure des courbes est la mCme pour toutes les valeurs 
du facteur de forme. 

Tableau 1. Valeurs du nombre de Nusselt moyen G 

Angle d’inclinaison (a) 
Y Gr* 0” 15” 30” 45” 60 

1.0 10 
lo4 

2x106 

0.762 10 
lo4 

2x106 

0.577 10 
IO4 

2x106 

2.68 2.68 2.68 2.68 2.68 
3.64 3.53 3.51 3.52 3.52 
9.61 9.26 8.74 8.64 8.63 
2.40 2.40 2.40 2.40 2.40 
3.32 3.32 3.14 3.16 3.16 
8.51 8.35 8.09 7.89 7.87 

2.21 2.21 2.21 2.21 2.21 
2.99 2.90 2.84 2.85 2.86 
7.45 7.36 1.29 7.26 1.14 

Pour Gr* = 2 x 106, la Fig. 4 montre, pour chaque 
configuration, que le nombre de Nusselt moyen 
diminue quand a augmente jusqu’a un certain angle a 
partir duquel il croft a cause de I’apparition d’ec- 
oulements secondaires (Figs. 12 et 13). Cet effet de 
l’inclinaison est d’autant plus faible que la valeur du 
facteur de forme est petite. Dans le cas oti y = 0.577, 
la courbe est presque plate. Les valeurs maximales de - 
Nu s’obtiennent pour a = 0”. 

3.3. Nombre de Nusselt local Nu sur la paroi plane 
Pour faciliter la comparaison entre les nombres de - 

Nusselt, nous introduisons le rapport Nu/Nu. 
Pour une faible valeur du nombre de Grashof 

(Gr* = 10) et pour y = 1 (Fig. 5), on constate qu’en 
d&pit de la croissance de l’angle d’inclinaison, les vari- - 
ations du rapport NujNu sont identiques et syme- 
triques par rapport au point de coordonnees q = 0 
et 0 = rc. Ceci confirme que P&change de chaleur est 
domine par le mecanisme de la conduction. Les val- 
curs minimales de Nu/G sont localisees au point q = 0 - 
a partir duquel NujNu augmente. Notons que le rap- 
port NujNu ne depend pas de y de facon decelable. 

Le nombre de Gr* influe beaucoup les distributions 
de Nu/?& (Fig. 6) notamment aux grandes valeurs. - 
Les valeurs minimales de Nu/Nu sont deplacees vers 
les grandes valeurs positives de q lorsque a augmente. 
A partir de a = 30”, les valeurs de NujNu deviennent 
identiques. Ce phenomene s’explique par l’extension 
de l’ecoulement de gauche. - 

La Fig. 7 montre les variations de NujNu pour 
y = 0.577 avec Gr* = 2 x 106. Les courbes sont sem- 
blables a celles correspondant a y = 1. Cependant, les - 
valeurs de Nu/Nu pour les angles a = 30”, u = 45” et 
CI = 60” sont assez differentes. En effet, les fonctions 
de courant des cellules secondaires, de sens oppose, 
apparaissant aux angles d’inclinaison precedents, sont 
plus ClevCes et ces cellules repoussent la cellule prin- 
cipale vers le sein de l’enceinte 

3.4. Isothermes et fonctions de courant 
Les Figs. 8-13 donnent les variations des rapports 

de la valeur de la fonction de courant adimensionnelle 
(I/I*) a sa valeur maximale ($&.J et de la temperature 
du fluide adimensionnelle (T*) a la valeur moyenne 
de la temperature adimensionnelle de la paroi plane 
(W. 

Pour y = 1 et a = 0 (Figs. 8 et 9) les isothermes et 
les lignes de la fonction de courant sont symetriques 
par rapport au plan vertical passant par le point de 
coordonnees q = 0. Du cBtC gauche de ce plan, l’ec- 
oulement tourne dans le sens inverse des aiguilles 
d’une montre (+). Du c&C droit, il est de sens con- 
traire (-). 

Pour Gr* = 10 (Fig. 8), les isothermes sont par- 
alleles au contour de la paroi cylindrique et l’ecoule- 
ment est tres lent. Avec l’augmentation de Gr* 
(Gr* = 2 x 106) (Fig. 9) les isothermes per&rent au 
sein de I’enceinte traduisant ainsi l’influence de la 
paroi plane chaude (les isothermes se dirigent vers le 
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FIG. 3. Variations du nombre de Nusselt moyen % en fonction du nombre de Grashof modifiC Gr* pour 

diffkrents facteurs de forme y. 
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FIG. 4. Variations du nombre de Nusselt moyen % en fonction de l’angle d’inclinaison a pour diffkentes 
valeurs de y et de Gr*. 

haut) ainsi que de la paroi froide (les isothermes sont 
comprimees vers le centre) et l’ecoulement est plus 
rapide. 

Quand c( augmente (Fig. lo), les isothermes sont 
semblables a celles obtenues dans le cas oi y = 1 et 
CI = 0” (Fig. 8), ce qui est en parfait accord avec les 
resultats trouves dans le paragraphe (3) (Fig. 3). En 
effet, en depit des petites valeurs de la fonction de 
courant, l’ecoulement de la zone gauche gagne la zone 
droite. 

Une valeur ClevCe de Gr* (Gr* = 2 x 106) accentue 
ce phenomene et la cellule de gauche devient pre- 
pond&ante (Fig. 11). La position de la temperature 
maximale se deplace progressivement vers la partie 

superieure de la plaque et le centre de la distribution 
de la temperature se situe en haut l’enceinte. 

Lorsque l’angle d’inclinaison est de 30”, pour la plus 
petite valeur du facteur de forme (y = 0.577) et pour 
Gr* = 2 x 106, il se developpe, dans la zone gauche, 
un autre Ccoulement, de m&me sens que celui deja 
existant (Fig. 12). Pour y = 1 et y = 0.762, ces 
Ccoulements se produisent lorsque l’angle d’incli- 
naison c( est Cgal a 45” avec Gr* = 2 x lo6 (Fig. 13). 

4. CONCLUSION 

En introduisant la vorticite, la fonction de courant 
et les coordonnees bicylindriques, nous avons Ctudie 
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FIG. 5. Variations du rapport NM/% en fonction de q pour diffkrentes valeurs de I’angle d’inclinaison a 

5 

ib 

3 

2 

1 

0 

Gr+= 0.2+ lo’ 
y=l 

a = 0” 

FIG. 6. Variations du rapport Nu/% en fonction de q pour diffkrentes valeurs de I’angle d’inclinaison c( 

theoriquement la convection naturelle thermique bidi- 
mensionnelle laminaire et permanente, qui se 
developpe dans une calotte cylindrique d’axe hori- 
zontal. Un code de calcul numtrique base sur la 
methode du volume de contrcile de Patankar a CtC mis 
au point. 

Les trois calottes ttudiees sont definies par les fac- 
teurs de forme suivant : y = 1, y = 0.762 et y = 0.577. 
Pour chaque calotte, nous avons considtrt cinq val- 
eurs de l’angle d’inclinaison a par rapport au plan 
horizontal : a = 0” ; a = 15” ; a = 30” ; a = 45” et 
a = 60”. Les simulations numbiques ont ete executees 
pour differentes valeurs du nombre de Grashof 
modifie Gr* (de 10 a 2 x 106) 

Les resultats mettent en evidence l’influence du fac- 

teur de forme sur la valeur du nombre de Nusselt - 
moyen (Nu) : plus le facteur est petit, plus Nu est petit. 

Pour de faibles valeurs de Gr*, en d&pit du 
changement de l’inclinaison, le coefficient d’echange 
de chaleur est domine par le mecanisme de la conduc- 
tion pour les differents facteurs de forme. 

En outre, quel que soit y, la valeur maximale de 
% est observee lorsque a = 0” tandis que la valeur 
minimale, se situe entre a = 30” et a = 45”. Aux 
grands angles d’inclinaison, ?& augmente a cause de 
I’apparition d’ecoulements secondaires. Cet effet de 
I’inclinaison est affaibli par une diminution du facteur 
de forme. 

L’utilisation des coordonnees bicylindriques semble 
done bien adapt&e pour resoudre ce type de probleme 
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FIG. 7. Variations du rapport NujNu en fonction de q pour differentes valeurs de l’angle d’inclinaison a. 

(@j&j 
0.25 

v ;== 0.25*10-2, y&n= - 0.25110‘2 

FIG. 8. Evolution des isothermes (P/c) et des lignes de courant ($*/I/J&) pour y = 1, a = o”, et Gr* = 10 

vi,= 0.490*102, v;m= - o.490*102 

FIG. 9. Evolution des isothermes (P/c) et des lignes de courant ($*/I/I&,) pour y = 1, IX = O,, et 
Gr* = 2 x 106. 

FIG. 10. Evolution des isothermes (P/c) et des lignes de courant ($*/r//&J pour y = 0.762, a = 30”, et 
Gr* = 10. 
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FIG. 11. Evolution des isothermes (F/c) et des lignes de courant (J/*/$&J pour y = 0.762, a = 30”, et 
Gr* = 2 x IO”. 

FIG. 12. Evolution des isothermes (p/c) et des lignes de courant ($*/$,$,,) pour y = 0.577, c( = 30’, et 
Gr* = 2 x 106. 

FIG. 13. Ev&tion des isothermes (F/c) et des lignes de courant ($*/I/&,) pour y = 1, CI = 45’, et 
Gr* = 2 x IO” 

que pose souvent 1’HCliothermique. Dune man&e 2. 
g&r&ale, pour certaines geometries de parois .3, 
complexes, l’utilisation de coordonnees bipolaires, 
voire de transformations homotopiques, meriterait 
d’etre plus frequemment tentee. Actuellement, nous 
essayons d’augmenter les performances de notre code 4. 

de calcul afin de pouvoir traiter d’autres enceintes 5, 
bidimensionnelles delimit&es par deux parois. 

6. 
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THEORETICAL STUDY OF THE NATURAL CONVECTION IN AIR-FILLED 
INCLINED ENCLOSURE 

Abstract-Natural convection in air-filled, inclined enclosure is numerically studied by using Patankar’s 
method. The enclosure was composed of the partial horizontal cylinder limited by a plate. Calculation was 
carried out for a wide range of modified Grashof number (Gr*) at three aspect ratios of enclosure and the 
heat transfer rate and mode of natural convection were determined. The minimum heat transfer rate was 
found to occur at 30-45” of inclination. At high Gr*, the heat transfer is affected by secondary buoyancy 
forces, generated by the inclination. The utilization of the bicylindrical coordinates seems well adapted for 
the study of this type of enclosures and must frequently applied for different practical problems. Now, we 
try to improve the performances of our calculation code to be used for the study of other enclosures which 

are limited by two planes. 


